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3.1  Concept of Ensemble

• 系综理论是统计力学的高级概念工具。(Gibbs，1902)

Chapter 3  Ensembles(系综）

开放体系关闭体系 孤立体系

正则系综 巨正则系综 微正则系综

• 系综是数目众多、组成、性质、尺寸和形状完全一样的全同体系的集合。简言之，

系综是全同体系的集合。

• 系综中每一成员均可为研究之目标体系。

• 研究对象与分类：

亦可想象地从系综成员在某一瞬间显示的“态”去寻找整个系综的统计分布规律。
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3.2 正则系综 (Canonical Ensembles)

 整个系综包括N个全同成员A(均为T、V、N给定的封

闭体系)和热库R，N为可任意扩大的大数，指定后即

固定。
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1) 由于涨落，任一成员的能量状态均处于变化中，如以(E1, E2, …… Ei, …)

表示成员可能出现的能量状态，依量子论可看作为系综成员的“能级”;

2) N个成员均在这一切可及的能量状态中辗转经历，必然出现一定的分布规

律。此为系综统计之前提。
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• 设在某时刻, 系综中某成员状态处于“能级”Ej，即为该时刻目标体系的总

能量，N个粒子分配总能量Ej的微观态总数为j=(Ej,V,N)，即为体系处能

级Ej时的量子态数目(即能级Ej的简并态数目)。

• 换言之，系综中任何成员处于能级Ej时即有j个不同的量子态可任意选择。

• 所谓量子态分布是指按成员占据量子态的分布数来表示系综的统计分布律，

“能级”分布则以成员的“能级”分布数表示。
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3.2.1 正则分布

• 想象正则系综中各成员的量子态呈现下列一套分布{ni}:

量子态 E1 , E2 , …, Ei , …

分布数 n1 , n2  , …, ni , …

ni为集居在量子态i上的成员数。

EEnn i

i

i

i

i Ν  Ν;  

在给定条件下，整个系综N个成员的量子态分布亦肯定存在许多的组

合样式，并满足下列限制条件：

A

A

A A

A

A A

A

A A

A

A

R



State Key Laboratory for Physical Chemistry of Solid Surfaces

厦门大学固体表面物理化学国家重点实验室

仅就某一套分布{ni}，将N个成员按其所属量子态编组，其可能的组合

方式数有：
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求最可几分布自然得出系综的分布函数，令

则tx极值对应的那套分布{ni} 就是系综成员的最可几分布。

并设计函数 f = fx + g + h, 其极值条件当为：

拉格朗日

待定乘数法
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由此可推得:

即为最可几分布下，正则系综的成员量子态必须满足的分布规律，其形式与玻

尔兹曼分布律相似。其中 因与N关联而无明确物理意义， 与体系平均能量

关联而与热平衡温度T存在联系。

P(Ei)为正则系综中任何成员占据量子态i的几率，或是给定体系(T,V,N)呈现

量子态i的几率。
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• 如从系综的“能级”分布出发，类似地可推得

jE

j

a

j eΩen
'

以上各式，与量子态分布表示等效，差别仅在于nj表示“能级”Ej的分布数，P(Ej)

表示成员占据“能级”Ej的几率，j表示该能级的简并态数，、因子同前。
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3.2.2  正则配分函数

正则配分函数：对正则系综一个成员的全部可及量子态之玻尔兹曼因子求和。

由目标体系内部组成及聚集状态等确定。
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（1）定域子体系：设粒子间相互作用可忽略，Ei为目标体系在量子态i下全部粒

子的能量总和，即
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当体系遍历其所有可及

量子态时，体系中各个

粒子必然亦遍历其所有

可及量子态！
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数学上可证明上式中的和积顺序可调换：
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系综成员量子态 单个粒子量子态

单个粒子的量子态

定域子体系中粒子配分函数为：

故对纯组分体系有：

此可代表单组份理想晶体的正则配分函数。

(see p117, ex.2)
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(2) 离域子体系： 将定域子体系的表达式加以全同粒子不可分辨性

修正就得：

此为单组份经典M-B气体(理想气体）的正则配分函数。
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3.2.3 状态性质的正则平均

• 系综统计中，体系宏观物理量均被确认为该状态性质的系综平均。

• 一旦确定了正则分布几率函数，就可依平均值法则确定封闭体系的各种状

态性质平均值。
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• 正则分布几率函数：

• 内能U：
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• 熵S：由玻尔兹曼熵公式当知，正则系综中成员出现量子态i的几率为P(Ei)，

其对应的熵Si(Ei)可确定为：
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(3)Helmholtz自由能F：
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(5) Gibbs自由能平均值 G：

(4) ：

(7)  PV: 

(6) 压强P:
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3.2.4   正则系综的能量涨落

• 涨落是一种微观现象，指平衡体系的各种宏观物理性质将围绕着各自的平

均值时刻不断地此起彼伏。  涨落理论
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• 某物理量A的偏差与散差(偏差的方均值)分别为：

• 涨落为散差的开方：

• 相对散差与相对涨落：
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• 对封闭体系，能量的散差或涨落可利用正则分布函数导出:

封闭体系能量的涨落必然伴随体系温度的涨落！
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即为体系能量的散差。

体系能量的涨落当为：
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 对于1 mol 量级的理想气体体系，N ~ 1024, 12-2 10~Er

以单原子分子气体为例，因

体系能量的相对散差与相对涨落则分别为：

显然，其能量的相对涨落根本无法察觉！
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3.3  巨正则系综(Grand Canonical Ensemble)

• 研究对象：开放体系，可与环境进行能量和物质交换。

• 由为数极其众多的成员(全同体系)集合构成，每个成员A均与热库(RH)、

物质库(Rs)之间联络。热库维持热平衡，物质库确保成员内部各物质成份

的化学位不变。

• 巨正则系综便于处理化学平衡、相平衡乃至界面吸

附等多相体系。

• 其根本问题仍然是推导分布函数，其守恒条件为T、

V、。

RS

A

RH

… A
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3.3.1  巨正则分布函数

• 设体系仅含一种组份，系综成员总数为N ，各成员的能量 (E)及粒子数(N)处

不断起伏当中。每一成员的可及微观态可看成该系综成员的一个量子态，其

能量为Ei(N), 以ni(N)表示集居在量子态i上的成员分布数。假设在 T,V,给定

的条件下，有如下一套量子态分布：

量子态 E1(N), E2(N), …, Ej(N), …

分布数 n1(N), n2(N), …, nj(N), …

限制条件为：
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成员粒子数N的平均值

成员能量的平均值
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其可能实现的组合方式数为：
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系综总能量守恒

系综总粒子数守恒

求其极值当可推得巨正则系综的最可几分布。

可采用拉格朗日待定系数法求tx的极值，分别设函数

其中
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则函数f的极值条件为：
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最终可推得巨正则系综的最可几分布为：

即为巨正则系综的分布函数。
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定义

并称之为巨正则配分函数。

  
N i

NNE
eeV i  )(

),,(





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N
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




NNE
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eeNn
,N)(E

i  )(
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N
P

巨正则系综的量子
态几率分布函数

为巨正则系综中任一成员出现在量子态Ei(N)上的几率。

可见a无明确物理意义, 看似与系综

成员总数相关。

•  = -1/kT

• 因子与系综全体成员粒
子数守恒相关： = /kT

 
N NNE

i eeNn i 



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• 若将具有相同粒子数N及相同能量的量子态归并, 并以j(N) 表示巨正则

系综成员能级Ej(N)的简并态数，便可写出以能级分布形式表示的巨正则

分布函数、配分函数和几率函数，即

 
N NNE

jj e(N)eΩNn j 





)(
)(

为巨正则系综中任一成员出现在能级Ej(N)上的几率。
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N j
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3.3.2  巨正则配分函数

之间的联系颇简单。



 





N

N

N i

NNE

eNV

eeV i









),,(

)(),,(
)(

                  

 

进一步的演绎取决于正则系综所属的体系。

  
i

NE

N i

NNE ii eNVeeV
)()(

),,()(),,(
     &  
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上两式分别将纯理想晶体和理想气体的巨正则配分函数与体系粒子

的配分函数进行关联。


N

NeNVV  ),,(),,(  

)exp(
!

)(

!
),,(),,(


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e
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q
eNVV

N

N

N

N
N
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N






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

0

               

 

)/()(
 qeqe

N

N 




11
0

 


N

NN eq 

纯组份定域子体系：

纯组份离域子体系：

𝑞𝑁


N

NeNVV  ),,(),,(  

𝑞𝑁/𝑁!
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3.3.3 状态函数的巨正则平均

• 内能 
N

ii N,N)E(EEU
i

P )(

 
N

i N,N)(EN
i

P

从系综成员量子态的巨正则几率分布函数出发






NNE

i
i

eeNn
,N)(E

i  )(
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N
P

• 粒子数平均
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来推导：
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VTVTVT N
kTkT

N
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
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• 自由能：  lnkNkUkS-1/kTβ       且
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


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• 化学位:

此结果鉴明了因子属性，即
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• 吉布斯自由能G： NkTNG   '

FGPV 

)exp(
qe

 lnPV-

对离域子体系，

• 压强P：利用G的定义式G=F+PV 即有

)ln(  kTNkTNkT   lnkT

PVe 
巨正则系综的

另一表达式

  
 qeN V  ,ln /&

kTNkTPV  ln
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3.3.4 巨正则系综的涨落

巨正则系综的任何成员都同时产生密度和能量涨落。

222 )(NNN 
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)(2

,,

两边对求导

(1) 粒子数涨落：

粒子数平均值的散差为

 
N i

NNE
eNeN i  )(
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当体系平均粒子数降低
时，必然伴随粒子化学
位的降低，反之亦然。
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•更有普通意义的关系式：
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若依热力学习惯以单位摩尔量表示体系的化学位，

式中Ñ0为Avogadro常数, n为物质的摩尔数。

可表示为T、V、n的函数，因是热力学变量的零次齐次函数，据
Euler定理，在恒温条件下，当有
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另由热力学基本关系式
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(2) 能量涨落：巨正则系综中，导致成员能量涨落的因素有：

a) 粒子数涨落而引起的能量涨落; 

b) 体系与热库接触而引起的能量涨落。
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由上述式子结合可推得
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






即为巨正则系综成员能量散差的最终表达式。显然，式中的两项分别

对应于体系与热库交换能量以及体系与物质库交换粒子而引起的能量

涨落。
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3.4  几个有关问题的讨论

3.4.1 系综统计与玻尔兹曼统计的比较

 首先，二者在理论方法上是不同的。

玻尔兹曼统计: 寻求描述体系内部粒子能量分布的统计规律(玻尔兹曼分布律)

系综统计法:      建立关于体系整体行为的分布函数。

 从根本出发点以及最终结果来看，二者无实质性差异。

 不论是正则系综或巨正则系综，其成员内部粒子能量分布必须服从玻尔兹曼分布律。

 反过来，如想象将一给定E、V、N的孤立体系移到一个同温的热库当中，使之成为

关闭体系，然后通过正则分布函数求取其状态性质平均，其结果必与直接由玻尔兹

曼统计给出的表现值一致。
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• 设想将玻尔兹曼统计提升到系综的水准来处理，由此建立的系综即称微正则
系综。其成员为一大群E、V、N全同的孤立体系。

• 在微正则系综中，任何成员的能量均被指定为E不变。从而对应的微正则配

分函数也自然被确定为

)(1 为量子态iee
i

E

i

Ei          

),,(1 NVEΩ
i



Ee

1/Ω/Φe(E) E  P ---- 微正则几率函数

显然有 (即体系的微观状态总数）

与玻尔兹曼统计定义的完全一样!
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纯组份离域子体系微正则系综配分函数推导：体系恒温恒容且总能量不变，体系
N个粒子分配总能量E的某一套粒子数分布样式 {ni(v)}的微观态数为：
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每一套可及的粒子数分布样式
均满足右式，或者说v的每一可
及变化恰恰代表了多项式求和
中的每一独立项！！

且必然满足以下条件 (i、i为粒子i能级的能量和简并度)：

则体系的配分函数为：

)( vnN
i

i (q-粒子配分函数)
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体系的微观状态总数： !/ Neqe ENE

v

v

   tot

])/[ln(lnln 1tot  NqkNEkkEkkS 

定域子体系又如何？
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3.4.2  其它系综

除正则、巨正则和微正则系综外，还有为处于等温等压条件下的研究

对象设立的等温等压系综以及其它等等。

等温等压系综：目标体系为T、P、N给定的热力学体系。其成员的体

积V和内能E发生涨落, 体系配分函数(,,N)按量子态求和定义如下：

𝜟 𝜷, 𝜸,𝑵 =  

V,𝒊

𝒆𝜷𝑬V,𝒊 ∙ 𝒆𝜸V = 

V

𝝋(𝑻, 𝑽,𝑵) ∙ 𝒆𝜸𝑽 = 

𝒋

𝒆𝜷𝑯𝒋

式中EV,i表示成员体积为V时第i个量子态的内能， = P,   Hj = EV,i+ PV 即

为焓。或者令成员第j个量子态的焓为Hj，等温等压系综地配分函数可表

示为体系各量子态(以焓替代能量)的玻尔兹曼因子的求和。
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等温等压系综的主要关系式有：

几率分布函数

𝜬 𝑯𝒋 =
𝒆𝜷𝑯𝒋

𝜟(𝜷, 𝜸,𝑵)
=
𝒆𝜷(𝑬V,𝒊+𝑷𝑽)

𝜟(𝜷, 𝜸,𝑵)

Gibbs自由能  𝑮 = −𝒌𝑻𝒍𝒏𝜟(𝜷, 𝜸,𝑵)

即等温等压系综的特征函数为Gibbs自由能, 𝜟 𝜷, 𝜸,𝑵 = 𝒆𝜷
 𝑮

注意: 在利用几率分布函数求等温等压系综的各物理量的统计平均时，

量子态求和中还必须考虑体系体积V的所有可及变化！

作业： 系综原理 p.118  6，7
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因此，可令等温等压系综成员的第i个量子态的能量和体积分别为Ei和Vi，

则配分函数(,,N)按量子态求和定义如下：

𝜟 𝜷, 𝜸,𝑵 =  

𝒊

𝒆𝜷𝑬𝒊 ∙ 𝒆𝜸𝑽𝒊 = 

𝒊

𝒆𝜷𝑯𝒊

 = P,   Hi = Ei+ PVi。

利用Gibbs熵公式可推得： 𝑺 = −𝒌𝜷 𝑯 + 𝒌𝒍𝒏∆

则有： 𝑮 =  𝑯 − 𝑻 𝑺 = −𝒌𝑻𝒍𝒏∆
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纯组份定域子体系微正则系综配分函数推导：

体系恒温恒容且总能量不变，体系N个粒子分配总能量E的某一套粒子数分布样式

{ni(v)}的微观态数为
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ieq
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 N则体系的配分函数为：

(i、i为粒子i能级的能量和简并度)

体系的微观状态总数


